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First	  order	  logic	  (FOL)	  
!   Proposi)onal	  logic	  is	  about	  simple	  facts	  

!   “There	  is	  a	  breeze	  at	  loca)on	  [1,2]”	  

!   First	  order	  logic	  is	  about	  facts	  involving	  
!   Objects:	  Numbers,	  people,	  loca)ons,	  )me	  instants,	  …	  
!   Rela+ons:	  Alive,	  IsNextTo,	  Before,	  …	  

!   Func+ons:	  MotherOf,	  BestFriend,	  SquareRoot,	  OneMoreThan,	  
…	  

!   Will	  be	  able	  to	  say:	  	  
!   IsBreeze(x);	  IsPit(x);	  IsNextTo(x,y)	  
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FOL:	  Basic	  syntac)c	  elements	  
!   Constants:	   	  KingJohn,	  1,	  2,	  …,	  [1,1],	  [1,2],	  …,[n,n],	  …	  

!   Variables:	  	   	  x,	  y,	  z,	  …	  
!   Predicates:	   	  Brother,	  >,	  =,	  …	  
!   Func)ons:	   	  LeaLegOf,	  MotherOf,	  Sqrt,	  …	  

!   Connec)ves:	   	  ∧,∨,	 ¬	  
!   Quan)fiers:	  	  

!   Constant,	  predicates	  and	  func)ons	  are	  mere	  symbols	  
(i.e.,	  have	  no	  meaning	  on	  their	  own)	  
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FOL	  Syntax:	  Atomic	  sentences	  
	  A	  (variable-‐free)	  term	  is	  a	  

!   constant	  symbol	  or	  	  
!   k-‐ary	  func)on	  symbol:	  	  	  	  func+on(term1,term2,	  …,	  termk)	  

	  Example:	  Le<LegOf(KingJohn)	  

	  An	  atomic	  sentence	  is	  a	  predicate	  symbol	  applied	  to	  terms	  

	  Example:	  
!   Brother(KingJohn,	  RichardLionheart)	  

!   IsNextTo([1,1],[1,2])	  
!   >	  (Length(Le<LegOf(KingJohn)),	  Length(Le<LegOf
(RichardLionheart)))	  
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Models	  in	  FOL	  
!   Much	  more	  complicated	  than	  in	  Proposi)onal	  Logic	  

!   Models	  contain	  
!   Set	  of	  objects	  (finite	  or	  countable)	  
!   Set	  of	  rela)ons	  between	  objects	  (map	  obj’s	  to	  truth	  values)	  

!   Set	  of	  func)ons	  (map	  objects	  to	  other	  objects)	  

	  and	  their	  interpreta)ons:	  
!   Mapping	  from	  constant	  symbols	  to	  model	  objects	  
!   Mapping	  from	  predicate	  symbols	  to	  model	  rela)ons	  

!   Mapping	  from	  func)on	  symbols	  to	  model	  func)ons	  

!   An	  atomic	  sentence	  predicate(term1,term2,	  …,	  termk)	  
is	  true	  if	  the	  objects	  referred	  to	  by	  term1,term2,	  …,	  
termk	  are	  in	  the	  rela)on	  referred	  to	  by	  predicate	  
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Quan)fiers	  
!   Allow	  variables	  in	  addi)on	  to	  constants	  

!   Sentences	  with	  free	  variables:	  
!   Quan)fiers	  bind	  free	  variables	  	  

	   	   	   	  is	  true	  if	  S(x)	  is	  true	  for	  all	  instan)a)ons	  of	  x	  
	   	   	  (i.e.,	  for	  each	  possible	  object	  in	  the	  model)	  

	   	   	   	  is	  true	  if	  S(x)	  is	  true	  for	  at	  least	  one	   	   	  
	   	   	  instan)a)on	  of	  x	  (i.e.,	  for	  some	  object)	  

!   Example:	  	  
!   All	  homeworks	  in	  154	  are	  hard	  

!   At	  least	  one	  of	  the	  154	  homeworks	  is	  hard	  
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Proper)es	  of	  quan)fiers	  
!   Is 	   	   	  	  	  	  	  	  the	  same	  as 	   	   	  ?	  	  	  

!   Is 	   	   	  	  	  	  	  	  the	  same	  as 	   	   	  ?	  	  	  

!   Is 	   	   	  	  	  	  	  	  the	  same	  as 	   	   	  ?	  	  	  
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Examples	  
!   Brothers	  are	  siblings	  

!   “Siblings”	  is	  symmetric	  

!   A	  mother	  is	  somebody’s	  female	  parent	  

!   A	  first	  cousin	  is	  a	  child	  of	  a	  parent’s	  sibling	  
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Equality:	  Special	  predicate	  
!   Reflexive,	  transi)ve	  and	  symmetric	  

!   Subs)tu)ng	  equal	  objects	  doesn’t	  change	  value	  of	  
expressions	  

!   All	  models	  need	  to	  sa)sfy	  these	  proper)es	  	  
!   Typically,	  just	  assume	  that	  model	  has	  an	  “equality”	  rela)on,	  
and	  the	  interpreta)on	  of	  the	  “=“	  symbol	  refers	  to	  that	  rela)on	  
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Wumpus	  world	  in	  FOL	  
!   Modeling	  percep)on	  

!   Proper)es	  of	  loca)ons	  

!   Squares	  are	  breezy	  near	  a	  pit	  
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Modeling	  change	  
!   Facts	  hold	  only	  in	  certain	  situa)ons	  

	   	   	   	   	  instead	  of	  	  

!   Can	  model	  using	  situa)on	  calculus	  
!   Add	  situa)on	  argument	  to	  each	  non-‐eternal	  predicate	  	  
!   E.g.,	  t	  in	  	  

!   Model	  effects	  of	  ac)ons	  using	  Result	  func)on	  
Result(a,s)	  is	  the	  situa)on	  that	  results	  from	  doing	  a	  in	  s	  

!   Effect	  axioms	  model	  changes	  due	  to	  ac)ons	  
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The	  frame	  problem	  
!   In	  addi)on	  to	  modeling	  change,	  also	  need	  to	  model	  
non-‐change	  

!   Need	  “frame”	  axioms	  that	  model	  non-‐change	  

!   The	  frame	  problem:	  	  
!   Number	  of	  frame	  axioms	  can	  be	  large	  

!   Causes	  problems	  in	  inference	  
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Solving	  the	  frame	  problem	  
!   Successor	  state	  axioms:	  

	  For	  each	  non-‐eternal	  predicate,	  model	  how	  it	  is	  
	  affected	  or	  not	  affected	  by	  ac)ons	  

!   P	  is	  true	  	  [an	  ac)on	  made	  P	  true	  or	  P	  is	  already	  true	  
	   	  	  	  	  and	  no	  ac)on	  made	  it	  false]	  

!   Example	  for	  holding	  the	  gold	  
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Planning	  using	  FOL	  
!   Knowledge	  base	  (KB)	  contains	  all	  known	  facts	  

!   Successor	  state	  axioms	  
!   Proper)es	  of	  loca)ons	  /	  percep)on	  

!   Ini)al	  condi)ons:	  

!   Use	  inference	  to	  find	  whether,	  e.g.,	  
!   Agent	  can	  obtain	  gold:	  

	  Example	  response:	  

!   Agent	  can	  safely	  move	  to	  [2,2]	  
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Inference	  in	  FOL	  
!   Much	  more	  complicated	  then	  in	  proposi)onal	  logic	  

!   Two	  approaches	  
!   Proposi)onaliza)on:	  Convert	  to	  proposi)onal	  formula	  and	  
use	  proposi)onal	  inference	  

!   “Liaed”	  inference:	  Syntac)cally	  manipulate	  proposi)onal	  
sentences	  directly	  
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Proposi)onaliza)on	  
!   Create	  a	  proposi)onal	  symbol	  for	  each	  atomic	  sentence	  

!   Inferring	  proposi)onal	  sentences	  by	  grounding	  universally	  
quan)fied	  variables	  

!   Replace	  existen)al	  quan)fier	  by	  introducing	  new	  constants	  
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Problems	  with	  proposi)onaliza)on	  
!   May	  need	  to	  create	  lots	  of	  unnecessary	  symbols	  

!   More	  importantly:	  Number	  of	  symbols	  could	  be	  infinite	  
!   If	  KB	  involves	  func)ons,	  can	  build	  infinitely	  many	  terms	  

	  Theorem	  (Herbrand	  ’30)	  
	  If	  a	  sentence	  α	  is	  entailed	  by	  a	  FOL	  KB,	  then	  there	  is	  a	  proof	  
using	  only	  a	  finite	  subset	  of	  the	  proposi)onalized	  KB	  
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Naïve	  algorithm	  for	  FOL	  using	  proposi)onaliza)on	  

!   Want	  to	  determine	  whether	  sentence	  α	  is	  entailed	  by	  KB	  

!   Can	  enumerate	  all	  finite	  subsets	  PKB1,	  PKB2,	  …	  
of	  the	  proposi)onalized	  knowledge	  base	  	  
	  For	  i	  =	  1	  to	  ∞	  

	  If	  PKBi	  is	  unsa)sfiable,	  e.g.,	  using	  proposi)onal	  resolu)on:	  
	   	  break	  and	  return	  true	  

!   If 	   	  	  	  	  	  	  	  above	  algorithm	  stops	  aaer	  a	  finite	  number	  
of	  steps	  	  

!   If	   	   	  	  	  	  	  	  	  it	  will	  never	  stop	  
!   This	  is	  intrinsic:	  FOL	  is	  semi-‐decidable	  	  
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Liaed	  inference	  
!   Want	  to	  operate	  on	  FOL	  sentences	  directly	  

!   Suppose	  we	  know	  

	   	   	  	  and	  

!   Liaed	  inference	  allows	  to	  infer	  	  
without	  instan)a)ng	  	  
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Generalized	  modus	  ponens	  
!   Let	  	   	   	  and	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  be	  FOL	  sentences	  

!   Suppose	  
where	  	  	  	  	  	  	  	  is	  a	  subs)tu)on	  and	   	   	  	  	  	  its	  applica)on	  

!   E.g.:	  	  

	  Then	  the	  following	  inference	  is	  sound:	  	  

	  Can	  use	  in	  a	  generaliza)on	  of	  forward/backward	  chaining	  

	  However,	  GMP	  is	  not	  complete	  
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Generaliza)on	  resolu)on	  
!   Can	  also	  develop	  a	  liaed	  variant	  of	  resolu)on	  

!   Details	  in	  reading	  
!   Generalized	  resolu)on	  is	  sound	  and	  refuta)on-‐complete	  
	  	  Can	  prove	   	   	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  if	  

	  	  Cannot	  prove	   	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  if	  
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Other	  logics	  
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Language	   Ontological	  
commitment	  

Epistemological	  
commitment	  

Proposi6onal	  logic	   facts	   true/false/unknown	  

First	  order	  logic	   facts,	  objects,	  rela)ons	   true/false/unknown	  

Higher	  order	  logic	   facts,	  objects,	  rela)ons,	  
rela)ons	  of	  rela)ons,	  …	  

true/false/unknown	  

Temporal	  logic	   facts,	  objects,	  rela)ons,	  )mes	   true/false/unknown	  

Fuzzy	  logic	   facts	   degree	  of	  truth	  in	  [0,1]	  

Bayesian	  networks	  (up	  next)	   facts	   belief	  in	  probability	  of	  truth	  

Bayesian	  logic	  /	  	  
Markov	  Logic	  Networks	  

facts,	  objects,	  rela)ons	   belief	  in	  probability	  of	  truth	  


